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ΑΣΚΗΣΕΙΣ  ΕΠΑΝΑΛΗΨΗΣ 2η ∆ΕΚΑ∆Α 

11. 

α)  Να λυθεί το σύστηµα   
y 5

x + =  
2 2

x y 1




 − =

 

β)  Στο σύστηµα   
....x + y = 4 

6x ....y 3




− =
  κάποιοι από τους συντελεστές των  x  και  y 

σβήστηκαν κατά λάθος .  Να τους προσδιορίσετε, αν γνωρίζετε ότι το σύστηµα  

έχει λύση την   x =
1

3
−   και  y =

5

3
−   

Προτεινόµενη λύση  
α)  

y 5
x + =  

2 2
x y 1




 − =

  άρα   
y 5

2x + 2 = 2  
2 2

x y 1

 ⋅ ⋅

 − =

 άρα    
2x + y = 5 

x y 1




− =
  

Προσθέτοντας κατά µέλη βρίσκουµε   3x = 6   άρα  x = 2. 
Τότε από την 2η  των εξισώσεων βρίσκουµε   y = 1  

β)  

Αν  κ  και  λ  είναι οι συντελεστές που σβήστηκαν,το σύστηµα γίνεται  
κx + y = 4 

6x λy 3




− =
 

Και επειδή λύση του είναι  η   x =
1

3
−   και y =

5

3
−  ,  έχουµε   

1 5
κ  +  = 4 

3 3

1 5
6 λ 3

3 3

    − −   
    

    − − − =       

 

                                                                                                  
κ  5 = 12 

6 5λ 9

− −

− + =

  

                                                                                                  
κ  = 17 

λ 3

−


=
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12. 
Να βρείτε τις τιµές των  κ  και  λ  έτσι ώστε να ισχύει  

α) ( )3κ 1 λ κ 2 315x y : ( 3x y ) 5x y−− ⋅ − =            β) ( )2κ 1 3λ κ + 2 λ 1 31
4α β : (12α β ) αβ

3
− +⋅ =    

Προτεινόµενη λύση  
α)  

( )3κ 1 λ κ 2 315x y : ( 3x y ) 5x y−− ⋅ − =    άρα    (–15) : (–3) 3κ 1 κx − −  λ 2y −  = 5x3 y  

                                                                 5 2κ 1x −  λ 2y − =5x3 y   
                                                                 2κ –1 = 3    και   λ–2 = 1  
                                                                 κ = 2   και   λ = 3   
β)  

( )2κ 1 3λ κ + 2 λ 1 31
4α β : (12α β ) αβ

3
− +⋅ =    άρα   (4:12) 2κ 1 κ 2α − − −  3λ λ 1β − −  = 

1

3
αβ

3  

                                                                  
1

3
κ 3α − 2λ 1β −  = 

1

3
αβ

3   

                                                                   κ –3 = 1    και   2λ–1 = 3  
                                                                   κ = 4   και   λ = 2    
 
 
13. 
Στο διπλανό ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ,  το ∆ είναι µέσο  
της ΑΓ και το ∆Ε είναι κάθετο στην υποτείνουσα ΒΓ. 
Ακόµα είναι  ΑΒ = 8,   ΑΓ = 6  και  ΓΕ = 3.  
α)  Να δείξετε ότι τα τρίγωνα  ΑΒΓ και  ∆ΕΓ είναι όµοια.  
β)  Να γράψετε την αναλογία των οµολόγων πλευρών.  
γ)  Να υπολογίσετε τα µήκη των τµηµάτων  ΒΓ,  Γ∆ ,  ∆Ε  

Προτεινόµενη λύση  
α)  

Είναι όµοια διότι έχουν την ɵΓ  κοινή και  �Α  = ɵΕ = 90ο  
β)  
Οι οµόλογες πλευρές βρίσκονται απέναντι από τις ίσες γωνίες.  

Οπότε   
ΑΒ
∆Ε

=
ΒΓ
Γ∆

= 
ΑΓ
ΓΕ

 

γ)  
Πυθαγόρειο στο ΑΒΓ :   ΒΓ2 = ΑΒ2 + ΑΓ2 =  

                                               = 82 + 62 = 64 + 36 = 100   άρα   ΒΓ = 100= 10  

Η αναλογία των οµολόγων πλευρών γίνεται   
8

∆Ε
=

10

Γ∆
= 

6

3
= 2  

Συνεπώς   
8

∆Ε
= 2   άρα   ∆Ε = 4  

         και  
10

Γ∆
= 2   άρα    Γ∆ = 5  
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14. 
∆ίνονται τα πολυώνυµα  
Α = x4 – x2    και   B = x3 + 2x2 – x – 2  
α)  Να αναλύσετε τα Α και Β σε γινόµενα  παραγόντων.  
β)  Να λύσετε την εξίσωση  Α = Β  
Προτεινόµενη λύση  
α)  
Α = x4 – x2 = x2 (x2 – 1) = x2 ( x – 1)( x + 1)  
B = x3 + 2x2 – x – 2 = x2 (x + 2) – ( x + 2) =  
                                 = (x + 2) ( x2 – 1) =  
                                 = (x + 2 ) ( x – 1)( x + 1)  
β)  
Α = Β    άρα   x2 ( x – 1)( x + 1) = (x + 2) ( x – 1)(x + 1)   
                       x2 (x – 1)(x + 1) – (x + 2 ) (x – 1)(x + 1) = 0   
                       (x – 1)(x + 1)[x2  – (x + 2 )] = 0   
                       (x – 1)(x + 1)(x2  – x – 2) = 0    
                       x – 1= 0   ή   x + 1 = 0   ή   x2  – x – 2  = 0    
                       x = 1   ή   x = – 1   ή   x2  – x – 2  = 0    
Η εξίσωση   x2  – x – 2  = 0  έχει  ∆ = 9 και ρίζες   x = 2  ή  x = – 1    
Τελικά οι ρίζες της αρχικής εξίσωσης είναι :   x = 1   ή  x = – 1  (διπλή)  ή  x = 2  
 
 
15. 
α)  Να αποδείξετε ότι  
     i) α2 + β2 = (α + β)2 – 2αβ        ii)  α3 + β3 = (α + β)3 – 3αβ(α + β)  

β)  Αν  α + β = –
1

3
   και   αβ = –

7

3
,   να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων   

     i) α2 + β2                 ii) (3α + 1)2 + (3β + 1 )2 + 12 (α + β)               iii) α3 + β3 
Προτεινόµενη λύση  
α)  
(α + β)2 – 2αβ  =  α2 + 2αβ + β2 – 2αβ = α2 + β2         
(α + β)3 – 3αβ(α + β)  =  α3 + 3α2

β + 3αβ2 + β3 –3α2
β –3αβ2 =  α3 + β3 

β)   

i)   α2 + β2  
(α. i)
= (α + β)2 – 2αβ  = 

2
1

3
 − 
 

– 2
7

3
 − 
 

= 
1

9
 + 

14

3
= 

43

9
  

ii)  (3α + 1)2 + (3β + 1 )2 + 12 (α + β) =  9α2  + 6α + 1  + 9β2 + 6β + 1 + 12α  + 12β = 
                                                            =  9α2  + 18α + 18β  + 9β2 + 2 = 
                                                            =  9( α2 + β2 ) + 18( α + β) + 2 = 

                                                           
(i)
=  9· 

43

9
 + 18 

1

3
 − 
 

+ 2   =   43 – 6 + 2  = 39  

  iii) α3 + β3 
(α .ii)
=  ( α + β)3 – 3αβ( α + β) = 

3
1

3
 − 
 

– 3
7

3
 − 
 

1

3
 − 
 

= 

                                                                 = 
1

27
− – 

7

3
= 

64

27
−  
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16. 
Έστω η συνάρτηση  y = 4x2 + βx + 9  της οποίας η γραφική παράσταση διέρχεται από 

το σηµείο 
1

,  0
4

 − 
 

 

α)  Να βρείτε την τιµή του β.  
β)  Για  β = 37  να βρείτε τα σηµεία τοµής της γραφικής παράστασης µε τους άξονες 
     των συντεταγµένων  
γ)  Να εξετάσετε αν η συνάρτηση έχει µέγιστη ή ελάχιστη τιµή την οποία να βρείτε. 

Προτεινόµενη λύση  
α)  

Αφού η γραφική παράσταση διέρχεται από το σηµείο 
1

,  0
4

 − 
 

,  ισχύει  

0 = 4
2

1

4
 − 
 

+ β
1

4
 − 
 

+ 9    άρα   
1

4
–
β

4
 + 9 = 0  

                                                        1– β + 36 = 0   άρα   β = 37  
β)  
Για  β = 37  η συνάρτηση γίνεται  y = 4x2 + 37x + 9 

Για y = 0 έχουµε  4x2 + 37x + 9 = 0   µε   ∆ =1225  και  ρίζες   x = – 9   ή  x = –
1

4
   

Εποµένως τα σηµεία τοµής µε τον άξονα των x είναι τα  (– 9 , 0)  και  
1

,  0
4

 − 
 

  

Για  x = 0  έχουµε  y = 9.   Άρα το σηµείο τοµής µε τον άξονα των  είναι το  (0 , 9)  
γ)  

Επειδή  α = 4 > 0,  η συνάρτηση έχει ελάχιστη τιµή  για x = – 
β

2α
= – 

37

8
   

Η ελάχιστη τιµή είναι   y = – 
∆

4α
= – 

1225

16
 

   
17 . 
Στον διπλανό κύκλο είναι ΑΓ = Β∆.  Να αποδείξετε ότι 
α)  Τα τρίγωνα ΑΟΓ και  ΒΟ∆  είναι ίσα. 
β)  Το τρίγωνο  ΟΓ∆  είναι ισοσκελές .  
Προτεινόµενη λύση  
α)  
Είναι  ΟΑ = ΟΒ ως ακτίνες του κύκλου,  άρα το τρίγωνο ΑΟΒ είναι ισοσκελές , 

οπότε   Ο �ΑΓ = Ο �Β∆  
Τώρα   ΟΑ = ΟΒ 
            ΑΓ = Β∆ υπόθεση  

            Ο �ΑΓ = Ο �Β∆          (Π-Γ-Π)  εποµένως τα τρίγωνα ΑΟΓ και ΒΟ∆ είναι ίσα  
β)  
Από την ισότητα των τριγώνων ΑΟΓ και ΒΟ∆  προκύπτει ότι  ΟΓ = Ο∆  
Άρα το τρίγωνο ΟΓ∆ είναι ισοσκελές   
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18. 
Να αποδείξετε ότι  

α)  ηµ2120ο ηµ2150ο ηµ2135ο = 
3

32
       β) συν (65o + x) + συν (115ο – x) = 0  

γ) 
ο ο

ο ο

εφ150 ηµ(135 + α)

εφ30 ηµ(45 α)

⋅
−

 = – 1               δ) ηµ2(45ο + x) + συν2(135ο– x) = 1 

Προτεινόµενη λύση  
α)  

Γνωρίζουµε ότι   ηµ120ο = ηµ60ο = 
3

2
  ,  

                            ηµ150ο = ηµ30ο = 
1

2
 ,  

                            ηµ135ο = ηµ45ο = 
2

2
   άρα  

ηµ
2120ο ηµ2150ο ηµ2135ο  =  

2

3

2

 
  
 

·

2
1

2
 
 
 

·

2

2

2

 
  
 

= 
3

4
·
1

4
· 

2

4
 = 

3

32
 

β)  
Για τις γωνίες   65o + x  και  115ο – x  ισχύει   (65o + x) + (115ο – x) = 180ο   
Άρα     συν (65o + x) =  – συν (115ο – x) οπότε 
            συν (65o + x) + συν (115ο – x) = 0  
γ)   
Επειδή   150ο + 30ο = 180ο   θα είναι   εφ150ο = – εφ30ο     
Επειδή   (135ο + α) + (45ο – α) = 180ο   θα είναι   ηµ(135ο + α) = ηµ(45ο – α)  

Εποµένως   
ο ο

ο ο

εφ150 ηµ(135 + α)

εφ30 ηµ(45 α)

⋅
−

 = 
ο ο

ο ο

εφ30 ηµ(45 α)

εφ30 ηµ(45 α)

− ⋅ −
−

 = – 1  

δ)  
Οµοίως   συν(135ο– x) = – συν(  45ο + x)  
Άρα    ηµ2(45ο + x) + συν2(135ο– x) = ηµ2(45ο + x) + [– συν(  45ο + x)] 2 = 
                                                          = ηµ2(45ο + x) + συν2(  45ο + x) = 1  
 
 
19. 
Έστω τα πολυώνυµα   Α = 2x2 – 3x + 1,      Β = x3 + 4 ,      Γ = – x4 + x3 – 4 
α)  Να βρείτε το πολυώνυµο  Κ = 3Γ–  ΑΒ και να το διατάξετε κατά τις φθίνουσες 
     δυνάµεις του  x.  
β)  Να βρείτε την αριθµητική τιµή του  Κ  για  x = – 1.  
Προτεινόµενη λύση  
α)  
Κ = 3Γ–  ΑΒ  = 3(– x4 + x3 – 4) – (2x2 – 3x + 1)( x3 + 4) =  
                       = –3x4 + 3x3 – 12 – ( 2x5 + 8x2 – 3x4 – 12x + x3 + 4) = 
                       = –3x4 + 3x3 – 12 – 2x5 – 8x2 + 3x4 + 12x – x3 – 4 = 
                       = – 2x5 + 2x3 – 8x2 + 12x – 16  
β)  
Για  x = – 1  η τιµή του  Κ  είναι   Κ = – 2(–1)5 + 2(–1)3 – 8(–1)2 + 12(–1) – 16 =  
                                                           = 2 – 2 – 8–12–16 = – 36  
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20. 

α)  Αν για τις πλευρές  α, β , γ ενός τριγώνου ΑΒΓ  ισχύει 
β γ

0
α + γ α + β

− = ,  

     να αποδείξετε ότι το τρίγωνο είναι ισοσκελές  
β)  Αν  α + β + γ = 0,  δείξτε ότι  α2 – β2 = βγ – αγ   

Προτεινόµενη λύση  
α)  
β γ

0
α + γ α + β

− =    άρα   
β γ

(α + γ)(α + β) (α + γ)(α + β) 0
α + γ α + β

− =  

                                          β(α + β) – γ(α + γ) = 0  
                                          αβ + β2 – αγ – γ2 = 0  
                                          α(β – γ ) + (β2 – γ2) = 0  
                                          α(β – γ ) + (β – γ) (β + γ) = 0 
                                          (β – γ )(α + β + γ) = 0   και αφού  α + β + γ ≠ 0  
                                          β – γ = 0   δηλαδή  β = γ ,  άρα το τρίγωνο είναι ισοσκελές  
β)  
α

2 – β2 = (α – β)(α + β) = (α – β)( – γ)* = βγ – αγ   
* α + β + γ = 0 άρα α + β = – γ  
 
 


